
0．緒　　論

二次元リボン結び目とは四次元ユークリッド空間に

おいてｍ個の二次元球面をm－ 1個の二次元円環領域

で繋ぐ事により構成される二次元球面である。自明でな

い二次元球面として二次元リボン結び目が発見されて

以来、ひとつの二次元リボン結び目K2を構成するのに

どんな方法があるか、また本質的に何種類の方法がある

のか、という問題に関心がもたれてきた。ここで用語の

定義であるが、K2を構成するための球面と円環領域と

の対のことを K2のリボン表示といい、m個の球面と

m－ 1個の円環領域の対で表されるK2のリボン表示の

ことをK2のmベースリボン表示という。また、K2の総

てのリボン表示を考えたとき、それらのベース数のうち

の最小数のことをK2のベース数といい、b(K2)で表す。

そして b(K2)がｍであればK2はmベース二次元リボン結

び目であるという。［1］においては、2ベース二次元リ

ボン結び目でさえ、二つの異なる種類のリボン表示を持

つことが示された。即ち二つの二次元球面に対し、ひと

つの円環領域を本質的に異なる二つの方法で繋げても

同じ二次元リボン結び目の得られる実例のあることが

示されたのである。この二次元リボン結び目は二つのリ

ボン型を持つという。更に［2］では三つ以上のリボン

型を持つ 2ベース二次元リボン結び目の存在することが

示された。一方、二次元リボン結び目K 2のリボン表示

Rにおいて、これを構成する円環領域が球面と交差する

回数のことを Rのリボン交差数といい、cr (R)で表す。

また、K2のすべてのリボン表示を考えたとき、そのリ

ボン交差数の最小数のことを K 2の交差数といい、

cr (K 2)で表す。本論文ではこの観点から［2］における結

果を見直す。そうして新しい結果を付け加える。［2］に

おいては 3以上の任意整数n に対してn個の異なるリボ

ン型を持つ 2ベース二次元リボン結び目K 2の存在する

ことが示されたのであるが、その交差数 cr( K 2)は 1＋

2＋・・・＋n以下であることしか評価されていなかっ

た。一方、本論文では次のことを示す。

定理 3以上の任意整数に対して次の性質を持つよう

なn個の異なるリボン型　R1，R2，…，Rnを持つ 2ベー

スリボン結び目K 2が存在する。

cr (R1) = cr (R 2) = … = cr (Rn) かつ cr (K 2) = n.
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二次元リボン結び目とは四次元ユークリッド空間内において、ｍ個の二次元球面からなる自明な二次元絡

み目に対して、ｍ－１個の二次元円環領域を繋げることによって得られる二次元球面である。特に 2個の二次

元球面に 1個の二次元円環領域を繋げて得られる二次元リボン結び目のことを 2ベース二次元リボン結び目と

いうが、このタイプの結び目でさえ、その繋ぎ方は唯一通りでないことが［1］において初めて示された。即

ち二種類のリボン表示を持つ二次元リボン結び目が存在する。その後、［2］においてn種類（nは３以上の任

意整数）のリボン表示を持つ二次元リボン結び目の存在することが示された。一方、ひとつの二次元リボン結

び目が与えられた時、そのリボン表示の二次元円環領域が二次元球面と交差する回数の最小数のことを、そ

の二次元リボン結び目の交差数というが、［2］で構成された二次元リボン結び目の交差数は 1＋2＋…＋n 以

下としか評価されていないものであった。これに対して、本論文では、n種類のリボン表示をもつが、［2］で

構成されたものよりも少ない交差数をもつ二次元リボン結び目を構成する。即ち３以上の任意正整数ｎに対

し、ｎ種類のリボン表示をもつ交差数nの 2ベース二次元リボン結び目が存在することを示す。



1．準　　備

1．1 定義 （［3］）

｛ D
３
μ｜μ ＝ 1, 2, …, m ｝を互いに交わらない四次

元ユークリッド空間 R４ 内の三次元球体の族とする。

また、∂D
３
μ= O２

μとおく。

一方、 f r
irjr
：D２ × I →　R４

( r = 1, 2, …,  m－1 ; ir，jr= 1, 2, ･･･, m) を、像が互

いに交わらない埋め込みの族とし、かつ、次の性質a、

sを満たすものとする。但しD ２は二次元球体、I ＝

[０，１]である。

a f r
irjr

(D２ × I）∩O２
μ＝ f r

irjr
(D２×{0}) ( ir=μ)

f r
irjr

(D２×{1}) ( jr=μ)

φ　　　　 （その他）

s f r
irjr

(D２ × I）∪(
m

∪
μ＝1

O
２
μ) は連結。

ここで K２を二次元球面

( 
m

∪
μ＝1

O
２
μ) ∪ ( 

m－1

∪
r＝1

f r
irjr

(∂D２× I )) －
○

T とする。但しT =
m－1

∪
r＝1

f r
irjr

(D２×∂ I ) であり
○

T は Tの内部を表す。この時、

K２のことを二次元リボン結び目と呼ぶ。

1．2 定義 （［3］）

O=
m

∪
μ＝ 1

D
３
μ，B=

m－ 1

∪
r＝ 1

f r
irjr

( D２× I ) とおくとき（O，B）

のことを二次元リボン結び目K２に対するmベースリボ

ン表示(或いは単にリボン表示)と呼ぶ。またOをベース、

Bをバンドと呼ぶ。更に、二次元リボン結び目K２に対

するすべてのリボン表示を考えた上でのベース数の最

小数のことをK２のベース数と呼び b (K２)で表す。この

ときK２は b (K２)ベース二次元リボン結び目であるとい

う。

1．3 定義 （［3］）

l r= f r
irjr

({0}× I )   ( r = 1, 2, ･･･, m－1 ) とおく。但

し、{0}はD２の中心点である。ここで各 l rがOに有限個

の点で垂直に交わるとしてよい。これらの点を各 l rの方

向に従ってar1，ar2，…，arsr
とし（O，B）のリボン交差

と呼ぶ。但し各 l rの方向は O
２

i から O
２

j へ向かう方向と

する。この時 n = 
m-１

Σ
r＝ 1

srをリボン表示のリボン交差数と

呼び、（O，B）はn 交差リボン表示であるという。そう

してK２に対する総てのリボン表示を考えた上でのリボ

ン交差の最小数のことをK２の最小交差数(或いは単に交

差数)と呼び cr (K２) で表す。

1．4 定義

ar1，ar2，…，arsr に対応して、 sr 個の文字からなる

語wrをつくる。つくり方は l rが D３
μ に点arv ( v = 1, 2,

… , sr ) で正の側から交わるとき、 wr  の v 番目の文字

を xμ、負の側から交わるときは同様 x－１μ とするものと

する。このようにしてつくられた語 w1，w2，…，wm－ 1

を利用してK２の結び目群 π1（R４－K２）の群表示を

次の様に構成できる。

（＊1）[ xμ；μ= 1, 2, …, m｜xir
wr x－１j

r
w－１

r ； r = 1,

2, …，m－1 ]

但し各 xμ は O２
μのメリディアン生成元とする([４])。

以上の様な構成法でリボン表示（O， B）から得られた

群表示(＊1)のことを（O， B）に関連したリボン群表示

と呼ぶ。また各 wr のことをこのリボン群表示の語と呼

ぶ。一方、リボン群表示 (＊ 1)  からは、逆の手順でリ

ボン表示（O， B）を定められるので（O， B）のこと

をリボン群表示（＊1）に関連したリボン表示と呼ぶ。

1．5 定義 （［2］）

二つの 2ベース二次元リボン結び目K ２
1、K ２

2に対

し、（O1，B1）、（O2，B2）がそれぞれのリボン表示で

あるとする。このとき、二つのリボン表示が同じリボン

型であるとは、ある、四次元ユークリッド空間R４から

R４ への向き付けを保つ同相写像h があって、

h（K２
1）＝K２

2 かつ　ｈ（B1）＝B2

が成立することをいう。

今、2ベース二次元リボン結び目K ２
1、K ２

2のリボ

ン表示（O1，B1）、（O2，B2）に関連したリボン群表示

がそれぞれ

[ x0，x1 ｜x0 w1 x－１１ w－１
1 ]、

[ x0，x1 ｜x0 w2 x－１１ w－１
2 ]であるとする。

但し、wr（r =1，2）はx0、x－１０ 、x１、x－１１ からなる語

である。ここでこれらの語はx１またはx－１１ から始まり、

x0または x－１0 で終わるとしてよい。また、x0と x－１０ 、x1

とx－１１ は連続する文字とならないとしてよい。

ここでwｒ（r =1，2）から新しい語を次のように

してつくる。wｒの x0、x1にそれぞれ x1、x0を代入して

出来る語をw*、 それぞれx－１０ 、x－１１ を代入して出来る

語をw**、それぞれ x－１１ 、x－１０ を代入して出来る語を

w***、とする。このとき、Wr=｛ w，w－１，w*，w*－１

，w** ，w**－１，w***，w***－１ ｝は 2ベースリボン表

示の不変量となることが知られている。即ち次の補題が

成立する。

1．7 補題 （［2］）

二次元リボン結び目の二つの 2ベースリボン表示

（O1，B1）、（O2，B2）が同じリボン型をもつならば、

W1＝W2である。
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２． 定理の証明

次のリボン群表示に関連したリボン表示

(O，B）を持つ二次元リボン結び目をK２とする。

G =［ x0 , x1 , …, xn｜ r1 , r2 , …, rn ］

但し、ri = x0 xi+1 x－１i x－１i＋１（i = 1, 2, …,n－ 1）かつ

rn = x0 x－１１ x－１n x1 である。また、ri（i = 1，2，…，n）

に対応するBのバンドを biとし、xi（i = 0，1, …,n ）

に対応するOのベースをD３iとおく。以下ではK２ がn

個の異なるリボン型の２ベースリボン表示 （O1，B1）、

（O2，B2）、…、（On，Bn）をもつことを示す。また、こ

れらのリボン交差数は総て同じで、かつK２の交差点が

nであることを示す。

２．１（O1，B1）の構成

リボン表示(O，B)において、b1を以下のように順次変

形していくことにより２ベース表示 (O1，B1) を得る。

まず、b１を b２に通す安定同値変形（［5］）を行うと、次

のリボン群表示に関連したリボン表示を得る。

［ x0 , x1 , …, xn｜ r12 , r2 , r3，…, rn ］

但し、r12 = x0 w12 x－１１ w－１
12 、

w12 = x－１３ x0 x3 である。

とし、これに対応するバンドを b12 とする。ここでバ

ンド b2 とベースD３２ を消滅させる安定同値変形を行

うと次のリボン表示に関連したリボン表示を得る。

［ x0, x1, x3, x4, …, xn｜ r12, r3 , r4, …, rn ］

次に、b12を b3に通す安定同値変形（［5］）を行い、

続いてバンド b3とベースD３3 を消滅させる安定同値変形

を行うと、次のリボン群表示に関連したリボン表示を得

る。

［ x0 , x1 , x4 , x5 , …, xn｜ r13, r4, r5 …, rn ］

但し、r13 = x0 w13 x －１
１ w－１

13 、

w13 = x－１４ x－１０ x４ x０x－１４ x０ x４である。

更に、b13を b４に通す安定同値変形を行い、続いてバ

ンド b４とベースD３4 を消滅させる安定同値変形を行う

と、次のリボン群表示に関連したリボン表示を得る。

［ x0 , x1 , x5 , x6，…,xn｜ r14 , r5，r6，…, rn］

但し、r14 = x0 w14 x－１１ w－１
14 、

w14 = x－１５ x－１０ x５ x－１０ x－１５ x０ x５x０x－１５ x－１０ x５

x０x －１
５ x０ x５ である。

同様に、バンドb１を変形したバンドb1i（ i =5，6, …,

n）をbi＋ 1 に通し、続いてbi＋ 1とD３
i＋ 1を消滅させる

安定同値変形を順次行っていくと、次のリボン群表示に

関連したリボン表示を得る。

［ x0, x1｜x0 w１n x
－１
１ x－１１n ］

但し、ｗ１nは以下に述べる特徴を持った語である。今、

ｗ１nの各文字を数直線上に置くことを考える。ｗ12の 3

文字は -1/2, 0, 1/2  の位置に、w13の 7文字は -3/4, -

2/4, - 1/4, 0, 1/4, 2/4, 3/4  の位置に、w14の 15文字は-

7/8, -6/8, -5/8, -4/8, -3/8, -2/8, -1/8, 0, 1/8, 2/8, 3/8,

4/8, 5/8, 6/8, 7/8  の位置に、それぞれ先頭の文字から

置いていくとする。この操作を順次続けると w１nの

2n－１個の文字は－(  2n －１ －１)  / 2n －１の位置から

（ 2n－１ －１) / 2n－１ の位置まで並ぶことになり、

（＊2） 0,  1/2,  3/4,  7/8, …,  

( 2n－２－１) / 2n －２ ，( 2n－１－１) / 2n－１

の位置

の文字はすべて x ０であることが分かる。ここで、w１n

の最後の文字はx－１１ であり、これに対応するリボン表

示のリボン交差はベースD３
１への交差なので安定同値変

形によって解消する。それに従い、w１nの最後の文字を

消した語をw１とおく。このとき、リボン群表示　

[ x0，x1 ｜ x0 w１x－１１ w－１
１ ]

に関連したリボン表示を（O1，B1）とおく。

２．２（Oi，Bi）の構成

ここではリボン表示 (O1，B1) の構成と同様にして

（ Oi，Bi）（ i = 2, 3, …, n ）を構成し、それに関連す

るリボン群表示の語の特徴を述べる。

2.1節と同様にしてバンド biをバンド bμ (μ＝ i ＋1, i

＋ 2, … , i＋ n－ 1.  但し、添え字μが n を超えたら n

を法とした数字で考える)に通し bμとD３μを消滅させる安

定同値変形を順次行っていくと次のリボン群表示に関

連したリボン表示を得る。

［ x0 , xi｜x0 wi  i－１ x－１i w－１
i  i－１ ］

但し、wi i－１は（＊ 2）の位置の文字がひとつを除いて

総て x ０ であるような語である。x －１0 であるのは

( 2n－１－ 2i－１) / 2n－１の位置の文字のみである。ここ

でwi i －１ の最後の文字はxiまたはx－１i であり、これに

対応するリボン表示のリボン交差はベースD３
i への交差

なので安定同値変形によって解消する。それに従い、

wi  i－１ の最後の文字を消した語をwiとおく。このと

き、リボン群表示　

Gi＝[ x0 , xi｜x0 wi x
－１

i w－１
i ]

に関連したリボン表示を（Oi，Bi ）とおく。

２．３　リボン型の相異

２．１節，２．２節で構成したリボン表示およびリボ

ン群表示を比較するためにリボン群表示の生成元 xi ( i

= 2, 3, … , n ）を改めてx１とする。また、語　wi ( i =

1, 2, 3, … , n ) から定義（1.5）の方法によって八つの
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語からなる集合Wiを構成し、

W＋
i＝｛ wi，w*i ，w**i，wi***   ｝、

W－
i ＝｛w－１

i，w*i
－１，w**i

－１，wi***－１ ｝とおく。この

とき、w１、w２、…、wnから任意の語wjを採ってくる。

wjは（＊ 2）の位置の文字を比較することによりどの

W＋
μ（μ≠ j）にも属さないことが分かる。

一方、どのW－
μ（μ≠ j）にも属さないことが以下のよ

うにして分かる。今、W＋
μに属する語の 2n－ 2個の文字

は－( 2n－１－1) / 2n－１，－( 2n－１－2) / 2n，…，

( 2n－１－3) / 2n－１ ，( 2n－１－2) / 2n－１の位置に並んで

いる。２．１節、２．２節でのwiの構成の仕方から、

W －
μ に属する語は最後の文字の逆元を先頭に加えると

中央の位置の文字に対して歪対称な 2n－１個の文字列

になる。従ってもしwjがいずれかのW－
μ に属している

のならば、wjは－2n－１ / 2n－１ の位置に最後の文字の逆

元を加えると －１/ 2n－１ に対して歪対称になる。よっ

て、今 －１/ 2n－１ , ０, 1 / 2n－１ の位置の文字の符号

が 各々 ＋，＋，－ であったとすると－ 3/ 2n －１，

－ 2/ 2n－１，－１/ 2n－１，０，－１/ ２ n－１の位置の文

字の符号は各々＋，－，＋，＋，－となる。ところ

が、－ 3/ 2n－１ ，－ 2/ 2n－１ ，－１/ 2n－１ の位置にあ

る wjの文字は、２．１節と２．２節でのリボン表示

（Oi，Bi）の構成において最後の段階の「バンドをバン

ドに通す操作」で現れたリボン交差に対応する文字列で

ある。即ち、２．２節のxiをx１に変えた語だと x－１１ x0 x１

または x－１１ x－１0  x１または x１x0 x－１１または x１x－１0  x
－１
１

である。つまり－３/ 2n－１ , － 2 / 2n－１ , － 1 / 2n－１

の位置の文字は ＋，－，＋　にはなりえない。これは

矛盾である。wiの－１/ 2n－１ , ０, 1 / 2n－１ の位置の

文字が＋，＋，－以外のとき、即ち、＋，－，－また

は－，＋，＋または－，－，＋のときも同様に矛盾が生

じる。以上により、Wμ≠Wj (μ≠ j)であり、2ベースリ

ボン表示Ri=(Oi，Bi)（ i = 1, 2, …，n )は総て異なるリ

ボン型を持つことが分かる。また、これらの構成の仕方

より、cr（Ri）= ２n－２である。

２．４　最小交差数

一方、Gに対して［6］における二次元リボン結び目

のアレキサンダー多項式の計算法を適用すると、簡単に

K２のアレキサンダー多項式Δが求まり、

Δ=（１－ t）n＋（－１）n t n －１ （mod±ｔα）

であり、多項式の次数は nである。［7］の結果より、

cr（K２）はn以上であると下から評価できるのだが、リ

ボン表示（O，B）はリボン交差数がｎのリボン表示だ

ったので cr（K２）はちょうどnであると分かる。

（証了）
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