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概擬補分配束のシ－ケントによる形式化

荒金　憲一

Sequential formulations for almost pseudocomplemented distributive lattices

Kenichi ARAGANE

　最小元 0 と最大元 1 をもつ分配束 (bounded distributive lattice(BDL)：F1 ～ F7◦を満たす ) で 3 重否定律 (F8, 
F8◦ つまり	 ) と半ド・モルガン律 (F9, F9◦) と矛盾律 (F11) と 0,1 についての性質 ( F10 , F10◦) を満たす
代数系が [8], [9], [10], [11] で定義されている概擬補分配束 (almost pseudocomplemented distributive lattice (APL)：
[2] の  と の間にある ) である．つまり , [4] での半ド・モルガン代数 (SDMA) に F11 を付け加えたものが
概擬補分配束である . 本論文では , 概擬補分配束で成り立つ性質を調べる．そして概擬補分配束と演繹的に同値な，
G. Gentzen の方法 ([7]) でのシ－ケント ( 式 ) による形式的体系 GAPL を考える．

§1　ワ－ド

§2　概擬補分配束 (APL)
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否定律 (F8, F8◦ つまり x′′′ = x′) と半ド・モルガン律 (F9, F9◦) と矛盾律 (F11) と 0, 1 についての性質
(F10, F10◦) を満たす代数系が [8], [9], [10], [11] で定義されている概擬補分配束 (almost pseudocomple-
mented distributive lattice(APL)：[2] の MPP̃ と MP の間にある)である．つまり, [4]での半ド・モルガ
ン代数 (SDMA)に F11 を付け加えたものが概擬補分配束である. 本論文では, 概擬補分配束で成り立つ性
質を調べる．そして概擬補分配束と演繹的に同値な，G. Gentzen の方法 ([7]) でのシ－ケント (式)による
形式的体系 GAPL を考える．

§ 1 ワ－ド

[3], [4], [5], [6] と同様にワ－ドを定義する.

[ 定義 1 ] (ワ－ドの定義)
(1) 定数 0, 1 はワ－ドである．
(2) 変数 p1, p2, . . . , pn, . . . はワ－ドである．

(3) x と y がワ－ドのとき x ∧ y, x ∨ y, x′ はワ－ドである．

(4) 以上の (1), (2), (3) によって構成された記号列のみがワ－ドである．

ワ－ド全体の集合を A とし, ２項演算 ∨, ∧ と 1項演算 ′ をもつ代数系 A = (A ; 0, 1, ∨, ∧, ′ ) を考
える.

§ 2 概擬補分配束 (APL)

[ 定義 2 ] (APL の定義)
A の任意の元 x, y, z に対して, 次の F1 ∼ F11 が成り立つとき, 代数系 A を概擬補分配束 (APL)とよぶ
([8], [9], [10], [11])．

F1 x ∧ 0 = 0 F1◦ x ∨ 1 = 1
F2 x ∧ 1 = x F2◦ x ∨ 0 = x

F3 x ∧ x = x F3◦ x ∨ x = x

F4 x ∧ y = y ∧ x F4◦ x ∨ y = y ∨ x

F5 (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z) F5◦ (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z)
F6 x ∧ (x ∨ y) = x F6◦ x ∨ (x ∧ y) = x

F7 x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) F7◦ x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)
F8 x′ ∧ x′′′ = x′ F8◦ x′ ∨ x′′′ = x′

F9 (x ∧ y)′′ = x′′ ∧ y′′ F9◦ (x ∨ y)′ = x′ ∧ y′

F10 0′ = 1 F10◦ 1′ = 0
F11 x ∧ x′ = 0
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[ 定義 3 ] (不等式の定義)
x, y を A の任意の元とする．x ∧ y = x が成り立つとき, x ≤ y と書く.

[1], [3], [4], [5], [6] と同様にして, 次の定理が成り立つ．

[ 定理 1 ] 代数系 A が 概擬補分配束 (APL)であり (つまり F1～F11 が成り立つ), かつ定義 3により
x ≤ y が定義される⇐⇒ A の任意の元 x, y, z に対して A で次の T1 ∼ T13 が成り立つ．

T1 x ≤ x

T2 x ≤ y, y ≤ x ⇐⇒ x = y

T3 x ≤ y, y ≤ z =⇒ x ≤ z

T4 x ≤ y ⇐⇒ x ∨ y = y

T5 0 ≤ x T5◦ x ≤ 1
T6 x ∧ y ≤ x, x ∧ y ≤ y T6◦ x ≤ x ∨ y, y ≤ x ∨ y

T7 z ≤ x, z ≤ y =⇒ z ≤ x ∧ y T7◦ x ≤ z, y ≤ z =⇒ x ∨ y ≤ z

T8 x ∧ (y ∨ z) ≤ (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) T8◦ (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) ≤ x ∨ (y ∧ z)
T9 x ≤ y =⇒ y′ ≤ x′ T9◦ x′′ ≤ y′′ ⇐⇒ y′ ≤ x′

T10 x′ ≤ x′′′ T10◦ x′′′ ≤ x′

T11 x′′ ∧ y′′ ≤ (x ∧ y)′′ T11◦ x′ ∧ y′ ≤ (x ∨ y)′

T12 1′ ≤ x T12◦ x ≤ 0′

T13 x ∧ x′ ≤ 0
(証明)

=⇒ : T1～T12◦ は [3], [4] の定理 1の証明と同じである.
T13：F11 と T2 から成り立つ.
⇐= : 定義 3により x ≤ y が定義されることと F1～F10◦ は [3], [4] の定理 1の証明と同じである.
F11 : T5, T13 と T2 により成り立つ. (証明終)

[6] の注意 6から PDL を次のように定義することが出来る.

[ 定義 4 ] (PDLの定義)
A の任意の元 x, y, z に対して, 上の定義 2の F1 ∼ F10◦ と x′ ∧ x′′ = 0 と x ≤ x′′ が成り立つとき, 代数
系 A を擬補分配束 (pseudocomplemented distributive lattice (PDL))とよぶ ([5], [6]).

[ 定義 5 ] (DPLの定義)
A の任意の元 x, y, z に対して, 上の定義 2の F1 ∼ F10◦ と x′ ∧ x′′ = 0 が成り立つとき, 代数系 A を半

擬補分配束 (demi-pseudocomplemented distributive lattice (DPL))とよぶ ([6]).

[3], [4], [5], [6] と同様に, ∧ と ∨ に関する単調性が成り立つ.

[ 注意 1 ] 束において, 次の (1), (2) が成り立つ.
(1) x ≤ y, u ≤ v =⇒ x ∧ u ≤ y ∧ v (∧ の単調性 )
(2) x ≤ y, u ≤ v =⇒ x ∨ u ≤ y ∨ v (∨ の単調性 )

定義から次のことが成り立つ ([8], [9], [10], [11]).

[ 注意 2 ]

(1) A が擬補分配束 (PDL) =⇒ A が概擬補分配束 (APL)
(2) A が概擬補分配束 (APL) =⇒ A が半擬補分配束 (DPL)
(3) (A が概擬補分配束 (APL)ならば A が擬補分配束 (PDL)) ⇐⇒ APL である A が x ≤ x′′ を満たす.

(証明)
(1) : x ∧ x′ ≤ x′ ∧ x′′ = 0 から x ∧ x′ = 0 が成り立つ.
(2) : 定義から明らかである.
(3) : 定義から明らかである. (証明終)

上の注意 2の (2)と [6]の注意 2から, 次の (1) ∼ (12) が成り立ち, さらに次の (13) ∼ (21) が成り立つ．

[ 注意 3 ] 概擬補分配束 (APL) において, 次のことが成り立つ.
(1) x′′ ∧ (x ∧ y)′ = x′′ ∧ y′

(2) x′′′ = x′

(3) x ∧ y = 0 =⇒ x′′ ≤ y′

(4) x ≤ y′ =⇒ x ∧ y′′ = 0
(5) x ≤ y′ =⇒ x′′ ≤ y′

(6) (x ∨ y)′′ = (x′ ∧ y′)′ = (x′′ ∨ y′′)′′

(7) (x ∧ y)′ = (x′′ ∧ y′′)′ = (x′ ∨ y′)′′

(8) (x ∨ y)′′′ = x′ ∧ y′

(9) (x′ ∨ y′)′ = (x ∧ y)′′

(10) (x ∨ x′)′ = 0
(11) x′ ∨ y′ ≤ (x ∧ y)′

(12) x ∧ (x ∧ y)′ ≥ x ∧ y′

(13) x′ ∧ (x ∨ y) = x′ ∧ y

(14) x′ ∧ (x ∧ y) = 0
(15) x ∧ (x′ ∨ y) = x ∧ y

(16) x′ ∧ (x ∨ y′)′′ = x′ ∧ y′

(17) x ∧ (x ∨ y)′ = 0
(18) x ∨ y = 1 =⇒ x′ ≤ y

(19) x ≤ y =⇒ x ∧ y′ = 0
(20) x ≤ y′ =⇒ x ∧ y = 0
(21) x ∧ y = 0 =⇒ x′′ ∧ y = 0

(証明)
(13) : x′ ∧ (x ∨ y) = (x′ ∧ x) ∨ (x′ ∧ y) = 0 ∨ (x′ ∧ y) = x′ ∧ y

(14) : x′ ∧ (x ∧ y) = (x′ ∧ x) ∧ y = 0 ∧ y = 0
(15) : x ∧ (x′ ∨ y) = (x ∧ x′) ∨ (x ∧ y) = 0 ∨ (x ∧ y) = x ∧ y

(16) : x′ ∧ (x ∨ y′)′′ = x′′′ ∧ (x ∨ y′)′′ = (x′ ∧ (x ∨ y′))′′ = ((x′ ∧ x) ∨ (x′ ∧ y′))′′ = (0 ∨ (x′ ∧ y′))′′ =
(x′ ∧ y′)′′ = x′′′ ∧ y′′′ = x′ ∧ y′

(17) : x ∧ (x ∨ y)′ = x ∧ (x′ ∧ y′) = (x ∧ x′) ∧ y = 0 ∧ y = 0
(18) x ∨ y = 1 とすると上の (13) から x′ ∧ y = x′ ∧ (x ∨ y) = x′ ∧ 1 = x′ から x′ ≤ y が成り立つ.
(19) x ≤ y とすると x ∧ y′ ≤ y ∧ y′ = 0 から x ∧ y′ = 0 が成り立つ.
(20) x ≤ y′ とすると x ∧ y ≤ y′ ∧ y = 0 から x ∧ y = 0 が成り立つ.
(21) x∧ y = 0 とすると上の (3) から x′′ ≤ y′ で x′′ ∧ y ≤ y′ ∧ y = 0 から x′′ ∧ y = 0 が成り立つ. (証明終)

～
～

～

～

～
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x ≤ y が定義される⇐⇒ A の任意の元 x, y, z に対して A で次の T1 ∼ T13 が成り立つ．

T1 x ≤ x

T2 x ≤ y, y ≤ x ⇐⇒ x = y

T3 x ≤ y, y ≤ z =⇒ x ≤ z

T4 x ≤ y ⇐⇒ x ∨ y = y

T5 0 ≤ x T5◦ x ≤ 1
T6 x ∧ y ≤ x, x ∧ y ≤ y T6◦ x ≤ x ∨ y, y ≤ x ∨ y

T7 z ≤ x, z ≤ y =⇒ z ≤ x ∧ y T7◦ x ≤ z, y ≤ z =⇒ x ∨ y ≤ z

T8 x ∧ (y ∨ z) ≤ (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) T8◦ (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) ≤ x ∨ (y ∧ z)
T9 x ≤ y =⇒ y′ ≤ x′ T9◦ x′′ ≤ y′′ ⇐⇒ y′ ≤ x′

T10 x′ ≤ x′′′ T10◦ x′′′ ≤ x′

T11 x′′ ∧ y′′ ≤ (x ∧ y)′′ T11◦ x′ ∧ y′ ≤ (x ∨ y)′

T12 1′ ≤ x T12◦ x ≤ 0′

T13 x ∧ x′ ≤ 0
(証明)

=⇒ : T1～T12◦ は [3], [4] の定理 1の証明と同じである.
T13：F11 と T2 から成り立つ.
⇐= : 定義 3により x ≤ y が定義されることと F1～F10◦ は [3], [4] の定理 1の証明と同じである.
F11 : T5, T13 と T2 により成り立つ. (証明終)
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[ 注意 2 ]

(1) A が擬補分配束 (PDL) =⇒ A が概擬補分配束 (APL)
(2) A が概擬補分配束 (APL) =⇒ A が半擬補分配束 (DPL)
(3) (A が概擬補分配束 (APL)ならば A が擬補分配束 (PDL)) ⇐⇒ APL である A が x ≤ x′′ を満たす.

(証明)
(1) : x ∧ x′ ≤ x′ ∧ x′′ = 0 から x ∧ x′ = 0 が成り立つ.
(2) : 定義から明らかである.
(3) : 定義から明らかである. (証明終)

上の注意 2の (2)と [6]の注意 2から, 次の (1) ∼ (12) が成り立ち, さらに次の (13) ∼ (21) が成り立つ．

[ 注意 3 ] 概擬補分配束 (APL) において, 次のことが成り立つ.
(1) x′′ ∧ (x ∧ y)′ = x′′ ∧ y′

(2) x′′′ = x′

(3) x ∧ y = 0 =⇒ x′′ ≤ y′

(4) x ≤ y′ =⇒ x ∧ y′′ = 0
(5) x ≤ y′ =⇒ x′′ ≤ y′

(6) (x ∨ y)′′ = (x′ ∧ y′)′ = (x′′ ∨ y′′)′′

(7) (x ∧ y)′ = (x′′ ∧ y′′)′ = (x′ ∨ y′)′′

(8) (x ∨ y)′′′ = x′ ∧ y′

(9) (x′ ∨ y′)′ = (x ∧ y)′′

(10) (x ∨ x′)′ = 0
(11) x′ ∨ y′ ≤ (x ∧ y)′

(12) x ∧ (x ∧ y)′ ≥ x ∧ y′

(13) x′ ∧ (x ∨ y) = x′ ∧ y

(14) x′ ∧ (x ∧ y) = 0
(15) x ∧ (x′ ∨ y) = x ∧ y

(16) x′ ∧ (x ∨ y′)′′ = x′ ∧ y′

(17) x ∧ (x ∨ y)′ = 0
(18) x ∨ y = 1 =⇒ x′ ≤ y

(19) x ≤ y =⇒ x ∧ y′ = 0
(20) x ≤ y′ =⇒ x ∧ y = 0
(21) x ∧ y = 0 =⇒ x′′ ∧ y = 0

(証明)
(13) : x′ ∧ (x ∨ y) = (x′ ∧ x) ∨ (x′ ∧ y) = 0 ∨ (x′ ∧ y) = x′ ∧ y

(14) : x′ ∧ (x ∧ y) = (x′ ∧ x) ∧ y = 0 ∧ y = 0
(15) : x ∧ (x′ ∨ y) = (x ∧ x′) ∨ (x ∧ y) = 0 ∨ (x ∧ y) = x ∧ y

(16) : x′ ∧ (x ∨ y′)′′ = x′′′ ∧ (x ∨ y′)′′ = (x′ ∧ (x ∨ y′))′′ = ((x′ ∧ x) ∨ (x′ ∧ y′))′′ = (0 ∨ (x′ ∧ y′))′′ =
(x′ ∧ y′)′′ = x′′′ ∧ y′′′ = x′ ∧ y′

(17) : x ∧ (x ∨ y)′ = x ∧ (x′ ∧ y′) = (x ∧ x′) ∧ y = 0 ∧ y = 0
(18) x ∨ y = 1 とすると上の (13) から x′ ∧ y = x′ ∧ (x ∨ y) = x′ ∧ 1 = x′ から x′ ≤ y が成り立つ.
(19) x ≤ y とすると x ∧ y′ ≤ y ∧ y′ = 0 から x ∧ y′ = 0 が成り立つ.
(20) x ≤ y′ とすると x ∧ y ≤ y′ ∧ y = 0 から x ∧ y = 0 が成り立つ.
(21) x∧ y = 0 とすると上の (3) から x′′ ≤ y′ で x′′ ∧ y ≤ y′ ∧ y = 0 から x′′ ∧ y = 0 が成り立つ. (証明終)

～ ～

[ 注意 2 ]

(1) A が擬補分配束 (PDL) =⇒ A が概擬補分配束 (APL)
(2) A が概擬補分配束 (APL) =⇒ A が半擬補分配束 (DPL)
(3) (A が概擬補分配束 (APL)ならば A が擬補分配束 (PDL)) ⇐⇒ APL である A が x ≤ x′′ を満たす.

(証明)
(1) : x ∧ x′ ≤ x′ ∧ x′′ = 0 から x ∧ x′ = 0 が成り立つ.
(2) : 定義から明らかである.
(3) : 定義から明らかである. (証明終)

上の注意 2の (2)と [6]の注意 2から, 次の (1) ∼ (12) が成り立ち, さらに次の (13) ∼ (21) が成り立つ．

[ 注意 3 ] 概擬補分配束 (APL) において, 次のことが成り立つ.
(1) x′′ ∧ (x ∧ y)′ = x′′ ∧ y′

(2) x′′′ = x′

(3) x ∧ y = 0 =⇒ x′′ ≤ y′

(4) x ≤ y′ =⇒ x ∧ y′′ = 0
(5) x ≤ y′ =⇒ x′′ ≤ y′

(6) (x ∨ y)′′ = (x′ ∧ y′)′ = (x′′ ∨ y′′)′′

(7) (x ∧ y)′ = (x′′ ∧ y′′)′ = (x′ ∨ y′)′′

(8) (x ∨ y)′′′ = x′ ∧ y′

(9) (x′ ∨ y′)′ = (x ∧ y)′′

(10) (x ∨ x′)′ = 0
(11) x′ ∨ y′ ≤ (x ∧ y)′

(12) x ∧ (x ∧ y)′ ≥ x ∧ y′

(13) x′ ∧ (x ∨ y) = x′ ∧ y

(14) x′ ∧ (x ∧ y) = 0
(15) x ∧ (x′ ∨ y) = x ∧ y

(16) x′ ∧ (x ∨ y′)′′ = x′ ∧ y′

(17) x ∧ (x ∨ y)′ = 0
(18) x ∨ y = 1 =⇒ x′ ≤ y

(19) x ≤ y =⇒ x ∧ y′ = 0
(20) x ≤ y′ =⇒ x ∧ y = 0
(21) x ∧ y = 0 =⇒ x′′ ∧ y = 0

(証明)
(13) : x′ ∧ (x ∨ y) = (x′ ∧ x) ∨ (x′ ∧ y) = 0 ∨ (x′ ∧ y) = x′ ∧ y

(14) : x′ ∧ (x ∧ y) = (x′ ∧ x) ∧ y = 0 ∧ y = 0
(15) : x ∧ (x′ ∨ y) = (x ∧ x′) ∨ (x ∧ y) = 0 ∨ (x ∧ y) = x ∧ y

(16) : x′ ∧ (x ∨ y′)′′ = x′′′ ∧ (x ∨ y′)′′ = (x′ ∧ (x ∨ y′))′′ = ((x′ ∧ x) ∨ (x′ ∧ y′))′′ = (0 ∨ (x′ ∧ y′))′′ =
(x′ ∧ y′)′′ = x′′′ ∧ y′′′ = x′ ∧ y′

(17) : x ∧ (x ∨ y)′ = x ∧ (x′ ∧ y′) = (x ∧ x′) ∧ y = 0 ∧ y = 0
(18) x ∨ y = 1 とすると上の (13) から x′ ∧ y = x′ ∧ (x ∨ y) = x′ ∧ 1 = x′ から x′ ≤ y が成り立つ.
(19) x ≤ y とすると x ∧ y′ ≤ y ∧ y′ = 0 から x ∧ y′ = 0 が成り立つ.
(20) x ≤ y′ とすると x ∧ y ≤ y′ ∧ y = 0 から x ∧ y = 0 が成り立つ.
(21) x∧ y = 0 とすると上の (3) から x′′ ≤ y′ で x′′ ∧ y ≤ y′ ∧ y = 0 から x′′ ∧ y = 0 が成り立つ. (証明終)

[ 注意 2 ]

(1) A が擬補分配束 (PDL) =⇒ A が概擬補分配束 (APL)
(2) A が概擬補分配束 (APL) =⇒ A が半擬補分配束 (DPL)
(3) (A が概擬補分配束 (APL)ならば A が擬補分配束 (PDL)) ⇐⇒ APL である A が x ≤ x′′ を満たす.

(証明)
(1) : x ∧ x′ ≤ x′ ∧ x′′ = 0 から x ∧ x′ = 0 が成り立つ.
(2) : 定義から明らかである.
(3) : 定義から明らかである. (証明終)

上の注意 2の (2)と [6]の注意 2から, 次の (1) ∼ (12) が成り立ち, さらに次の (13) ∼ (21) が成り立つ．

[ 注意 3 ] 概擬補分配束 (APL) において, 次のことが成り立つ.
(1) x′′ ∧ (x ∧ y)′ = x′′ ∧ y′

(2) x′′′ = x′

(3) x ∧ y = 0 =⇒ x′′ ≤ y′

(4) x ≤ y′ =⇒ x ∧ y′′ = 0
(5) x ≤ y′ =⇒ x′′ ≤ y′

(6) (x ∨ y)′′ = (x′ ∧ y′)′ = (x′′ ∨ y′′)′′

(7) (x ∧ y)′ = (x′′ ∧ y′′)′ = (x′ ∨ y′)′′

(8) (x ∨ y)′′′ = x′ ∧ y′

(9) (x′ ∨ y′)′ = (x ∧ y)′′

(10) (x ∨ x′)′ = 0
(11) x′ ∨ y′ ≤ (x ∧ y)′

(12) x ∧ (x ∧ y)′ ≥ x ∧ y′

(13) x′ ∧ (x ∨ y) = x′ ∧ y

(14) x′ ∧ (x ∧ y) = 0
(15) x ∧ (x′ ∨ y) = x ∧ y

(16) x′ ∧ (x ∨ y′)′′ = x′ ∧ y′

(17) x ∧ (x ∨ y)′ = 0
(18) x ∨ y = 1 =⇒ x′ ≤ y

(19) x ≤ y =⇒ x ∧ y′ = 0
(20) x ≤ y′ =⇒ x ∧ y = 0
(21) x ∧ y = 0 =⇒ x′′ ∧ y = 0

(証明)
(13) : x′ ∧ (x ∨ y) = (x′ ∧ x) ∨ (x′ ∧ y) = 0 ∨ (x′ ∧ y) = x′ ∧ y

(14) : x′ ∧ (x ∧ y) = (x′ ∧ x) ∧ y = 0 ∧ y = 0
(15) : x ∧ (x′ ∨ y) = (x ∧ x′) ∨ (x ∧ y) = 0 ∨ (x ∧ y) = x ∧ y

(16) : x′ ∧ (x ∨ y′)′′ = x′′′ ∧ (x ∨ y′)′′ = (x′ ∧ (x ∨ y′))′′ = ((x′ ∧ x) ∨ (x′ ∧ y′))′′ = (0 ∨ (x′ ∧ y′))′′ =
(x′ ∧ y′)′′ = x′′′ ∧ y′′′ = x′ ∧ y′

(17) : x ∧ (x ∨ y)′ = x ∧ (x′ ∧ y′) = (x ∧ x′) ∧ y = 0 ∧ y = 0
(18) x ∨ y = 1 とすると上の (13) から x′ ∧ y = x′ ∧ (x ∨ y) = x′ ∧ 1 = x′ から x′ ≤ y が成り立つ.
(19) x ≤ y とすると x ∧ y′ ≤ y ∧ y′ = 0 から x ∧ y′ = 0 が成り立つ.
(20) x ≤ y′ とすると x ∧ y ≤ y′ ∧ y = 0 から x ∧ y = 0 が成り立つ.
(21) x∧ y = 0 とすると上の (3) から x′′ ≤ y′ で x′′ ∧ y ≤ y′ ∧ y = 0 から x′′ ∧ y = 0 が成り立つ. (証明終)
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[ 2 ] 推論規則
(1) 構造に関する推論規則 :

Γ −→ ∆
a, Γ −→ ∆

(w −→)
Γ −→ ∆

Γ −→ ∆, a
(−→ w)

a, a, Γ −→ ∆
a, Γ −→ ∆

(c −→)
Γ −→ ∆, a, a

Γ −→ ∆, a
(−→ c)

Γ1, a, b, Γ2 −→ ∆
Γ1, b, a, Γ2 −→ ∆

(e −→)
Γ −→ ∆1, a, b, ∆2

Γ −→ ∆1, b, a, ∆2
(−→ e)

Γ1 −→ ∆1, a a, Γ2 −→ ∆2

Γ1, Γ2 −→ ∆1, ∆2
(cut)

(2) 論理記号に関する推論規則 :

a, Γ −→ ∆
a ∧ b, Γ −→ ∆

(∧1 −→)
b, Γ −→ ∆

a ∧ b, Γ −→ ∆
(∧2 −→)

Γ −→ ∆, a

Γ −→ ∆, a ∨ b
(−→ ∨1)

Γ −→ ∆, b

Γ −→ ∆, a ∨ b
(−→ ∨2)

a, Γ −→ ∆ b, Γ −→ ∆
a ∨ b, Γ −→ ∆

(∨ −→)
Γ −→ ∆, a Γ −→ ∆, b

Γ −→ ∆, a ∧ b
(−→ ∧)

a −→ b

b′ −→ a′ ( ′ −→ ′ )
Γ −→ a′′ Γ −→ b′′

Γ −→ (a ∧ b)′′
(−→ ∧′′ )

Γ −→ a′ Γ −→ b′

Γ −→ (a ∨ b)′
(−→ ∨′ )

[ 注意 6 ] 次の 3つの同値性が成り立つ.

(B4) ⇐⇒ Γ −→ ∆, a′

Γ −→ ∆, a′′′ (−→ ′′ ) ; (B5) ⇐⇒ a′, Γ −→ ∆
a′′′, Γ −→ ∆

( ′′ −→) ; (B6) ⇐⇒ Γ −→ ∆, a

a′, Γ −→ ∆
( ′ −→)

(証明 )
(B4) ⇐⇒ (−→ ′′ ) と (B5) ⇐⇒ ( ′′ −→) は [6] の注意 7の証明と同じである.
(B6) =⇒ ( ′ −→) : Γ −→ ∆, a a, a′ −→

Γ, a′ −→ ∆
a′, Γ −→ ∆

( ′ −→) =⇒ (B6) : a −→ a
a′, a −→
a, a′ −→ (証明終)

§ 4 APL と GAPL の演繹的同値性

[3], [4], [5], [6]と同様に次の 3つの定義をする.

[ 定義 9 ] (⊢ の定義)
シ－ケント Γ −→ ∆ が GAPL で証明可能であるとき, ⊢ Γ −→ ∆ と書く.

[ 定義 10 ] ( |= の定義)
不等式 a ≤ b が APL で成り立つとき |= a ≤ b と書く.

[ 定義 11 ] (APL での等号の定義)
a, b をワ－ドとする. ⊢ a −→ b かつ ⊢ b −→ a のとき a ≡ b とすれば, ≡ は 同値関係である. そこで

[ 定義 6 ] (SDMAの定義)
A の任意の元 x, y, z に対して, 上の定義 2の F1 ∼ F10◦ が成り立つとき, 代数系 A を半ド・モルガン代

数 (semi-De Morgan algebra (SDMA))とよぶ ([4]).

上の注意 3を使うと [6]と同様にして, 次のことが成り立つ.

[ 注意 4 ] A を 半ド・モルガン代数 (SDMA)とすると, 次の (1) ∼ (3) は互いに同値である.
(1) A は 概擬補分配束 (APL)である.
(2) A で x′ ∧ (x ∨ y) = x′ ∧ y が成り立つ.
(3) A で x ∧ (x′ ∨ y) = x ∧ y が成り立つ.

(証明)
(1) =⇒ (2) : 上の注意 3の (13)から成り立つ.
(2) =⇒ (1) : x′ ∧ x = x′ ∧ (x ∨ 0) = x′ ∧ 0 = 0 から x ∧ x′ = 0 が成り立つ.
(1) =⇒ (3) : 上の注意 3の (15)から成り立つ.
(3) =⇒ (1) : x∧x′ = x∧ (x′ ∨ 0) = x∧ 0 = 0 (証明終)

[10]と同様にして, 次のことが成り立つ.

[ 注意 5 ] A を 半擬補分配束 (DPL)とし, D0 = {x ∈ A |x′′ = 0} とおくと, 次の (1), (2) は同値である.
(1) A は 概擬補分配束 (APL)である.
(2) A で D0 = {0} が成り立つ.

(証明)
(1) =⇒ (2) : 0′′ = 0 より {0} ⊂ D0. 次に, x ∈ D0 のとき, x′′ = 0 より x′ = x′′′ = 0′ = 1 から
x = x ∧ 1 = x ∧ x′ = 0 で D0 ⊂ {0}. よって D0 = {0} が成り立つ.
(2) =⇒ (1) : x ∈ A とすると A は DPL であるから (x ∧ x′)′′ = x′′ ∧ x′′′ = x′′ ∧ x′ = 0 で x ∧ x′ ∈ D0.
仮定 (2) から x ∧ x′ = 0. よって A は APL である. (証明終)

§ 3 APL のシ－ケントによる形式的体系 GAPL

[3], [4], [5], [6]と同様にシ－ケントの定義をする.

[ 定義 7 ] (シ－ケント (式)の定義)
ワ－ドの有限列をギリシア大文字 Γ, ∆ などで表す．ワ－ドの有限列 a1, . . . , am を Γ とし, b1, . . . , bn を

∆ とするとき, APL での不等式 a1 ∧ · · · ∧ am ≤ b1 ∨ · · · ∨ bn をシ－ケント (式) Γ −→ ∆ で表す．ただ
し, Γ が空のとき (Γ = ∅ と書く), 1 ≤ b1 ∨ · · · ∨ bn とし, ∆ = ∅ のときは a1 ∧ · · · ∧ am ≤ 0 とする．
Γ = ∆ = ∅ の場合は考えない.

このとき, 概擬補分配束 (APL)のシ－ケントによる形式的体系 GAPL を [3], [4], [5], [6]と同様に, 次の
ように定義する.

[ 定義 8 ] (GAPL の定義)
[ 1 ] 始式

(B1) a −→ a (B2) 0 −→ ∆ (B3) Γ −→ 1 (B4) a′ −→ a′′′ (B5) a′′′ −→ a′ (B6) a, a′ −→

[ 定義 6 ] (SDMAの定義)
A の任意の元 x, y, z に対して, 上の定義 2の F1 ∼ F10◦ が成り立つとき, 代数系 A を半ド・モルガン代

数 (semi-De Morgan algebra (SDMA))とよぶ ([4]).

上の注意 3を使うと [6]と同様にして, 次のことが成り立つ.

[ 注意 4 ] A を 半ド・モルガン代数 (SDMA)とすると, 次の (1) ∼ (3) は互いに同値である.
(1) A は 概擬補分配束 (APL)である.
(2) A で x′ ∧ (x ∨ y) = x′ ∧ y が成り立つ.
(3) A で x ∧ (x′ ∨ y) = x ∧ y が成り立つ.

(証明)
(1) =⇒ (2) : 上の注意 3の (13)から成り立つ.
(2) =⇒ (1) : x′ ∧ x = x′ ∧ (x ∨ 0) = x′ ∧ 0 = 0 から x ∧ x′ = 0 が成り立つ.
(1) =⇒ (3) : 上の注意 3の (15)から成り立つ.
(3) =⇒ (1) : x∧x′ = x∧ (x′ ∨ 0) = x∧ 0 = 0 (証明終)

[10]と同様にして, 次のことが成り立つ.

[ 注意 5 ] A を 半擬補分配束 (DPL)とし, D0 = {x ∈ A |x′′ = 0} とおくと, 次の (1), (2) は同値である.
(1) A は 概擬補分配束 (APL)である.
(2) A で D0 = {0} が成り立つ.

(証明)
(1) =⇒ (2) : 0′′ = 0 より {0} ⊂ D0. 次に, x ∈ D0 のとき, x′′ = 0 より x′ = x′′′ = 0′ = 1 から
x = x ∧ 1 = x ∧ x′ = 0 で D0 ⊂ {0}. よって D0 = {0} が成り立つ.
(2) =⇒ (1) : x ∈ A とすると A は DPL であるから (x ∧ x′)′′ = x′′ ∧ x′′′ = x′′ ∧ x′ = 0 で x ∧ x′ ∈ D0.
仮定 (2) から x ∧ x′ = 0. よって A は APL である. (証明終)

§ 3 APL のシ－ケントによる形式的体系 GAPL

[3], [4], [5], [6]と同様にシ－ケントの定義をする.

[ 定義 7 ] (シ－ケント (式)の定義)
ワ－ドの有限列をギリシア大文字 Γ, ∆ などで表す．ワ－ドの有限列 a1, . . . , am を Γ とし, b1, . . . , bn を

∆ とするとき, APL での不等式 a1 ∧ · · · ∧ am ≤ b1 ∨ · · · ∨ bn をシ－ケント (式) Γ −→ ∆ で表す．ただ
し, Γ が空のとき (Γ = ∅ と書く), 1 ≤ b1 ∨ · · · ∨ bn とし, ∆ = ∅ のときは a1 ∧ · · · ∧ am ≤ 0 とする．
Γ = ∆ = ∅ の場合は考えない.

このとき, 概擬補分配束 (APL)のシ－ケントによる形式的体系 GAPL を [3], [4], [5], [6]と同様に, 次の
ように定義する.

[ 定義 8 ] (GAPL の定義)
[ 1 ] 始式

(B1) a −→ a (B2) 0 −→ ∆ (B3) Γ −→ 1 (B4) a′ −→ a′′′ (B5) a′′′ −→ a′ (B6) a, a′ −→

[ 2 ] 推論規則
(1) 構造に関する推論規則 :

Γ −→ ∆
a, Γ −→ ∆

(w −→)
Γ −→ ∆

Γ −→ ∆, a
(−→ w)

a, a, Γ −→ ∆
a, Γ −→ ∆

(c −→)
Γ −→ ∆, a, a

Γ −→ ∆, a
(−→ c)

Γ1, a, b, Γ2 −→ ∆
Γ1, b, a, Γ2 −→ ∆

(e −→)
Γ −→ ∆1, a, b, ∆2

Γ −→ ∆1, b, a, ∆2
(−→ e)

Γ1 −→ ∆1, a a, Γ2 −→ ∆2

Γ1, Γ2 −→ ∆1, ∆2
(cut)

(2) 論理記号に関する推論規則 :

a, Γ −→ ∆
a ∧ b, Γ −→ ∆

(∧1 −→)
b, Γ −→ ∆

a ∧ b, Γ −→ ∆
(∧2 −→)

Γ −→ ∆, a

Γ −→ ∆, a ∨ b
(−→ ∨1)

Γ −→ ∆, b

Γ −→ ∆, a ∨ b
(−→ ∨2)

a, Γ −→ ∆ b, Γ −→ ∆
a ∨ b, Γ −→ ∆

(∨ −→)
Γ −→ ∆, a Γ −→ ∆, b

Γ −→ ∆, a ∧ b
(−→ ∧)

a −→ b

b′ −→ a′ ( ′ −→ ′ )
Γ −→ a′′ Γ −→ b′′

Γ −→ (a ∧ b)′′
(−→ ∧′′ )

Γ −→ a′ Γ −→ b′

Γ −→ (a ∨ b)′
(−→ ∨′ )

[ 注意 6 ] 次の 3つの同値性が成り立つ.

(B4) ⇐⇒ Γ −→ ∆, a′

Γ −→ ∆, a′′′ (−→ ′′ ) ; (B5) ⇐⇒ a′, Γ −→ ∆
a′′′, Γ −→ ∆

( ′′ −→) ; (B6) ⇐⇒ Γ −→ ∆, a

a′, Γ −→ ∆
( ′ −→)

(証明 )
(B4) ⇐⇒ (−→ ′′ ) と (B5) ⇐⇒ ( ′′ −→) は [6] の注意 7の証明と同じである.
(B6) =⇒ ( ′ −→) : Γ −→ ∆, a a, a′ −→

Γ, a′ −→ ∆
a′, Γ −→ ∆

( ′ −→) =⇒ (B6) : a −→ a
a′, a −→
a, a′ −→ (証明終)

§ 4 APL と GAPL の演繹的同値性

[3], [4], [5], [6]と同様に次の 3つの定義をする.

[ 定義 9 ] (⊢ の定義)
シ－ケント Γ −→ ∆ が GAPL で証明可能であるとき, ⊢ Γ −→ ∆ と書く.

[ 定義 10 ] ( |= の定義)
不等式 a ≤ b が APL で成り立つとき |= a ≤ b と書く.

[ 定義 11 ] (APL での等号の定義)
a, b をワ－ドとする. ⊢ a −→ b かつ ⊢ b −→ a のとき a ≡ b とすれば, ≡ は 同値関係である. そこで

§3　APL のシ－ケントによる形式的体系 GAPL

～

～
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[ 2 ] 推論規則
(1) 構造に関する推論規則 :

Γ −→ ∆
a, Γ −→ ∆

(w −→)
Γ −→ ∆

Γ −→ ∆, a
(−→ w)

a, a, Γ −→ ∆
a, Γ −→ ∆

(c −→)
Γ −→ ∆, a, a

Γ −→ ∆, a
(−→ c)

Γ1, a, b, Γ2 −→ ∆
Γ1, b, a, Γ2 −→ ∆

(e −→)
Γ −→ ∆1, a, b, ∆2

Γ −→ ∆1, b, a, ∆2
(−→ e)

Γ1 −→ ∆1, a a, Γ2 −→ ∆2

Γ1, Γ2 −→ ∆1, ∆2
(cut)

(2) 論理記号に関する推論規則 :

a, Γ −→ ∆
a ∧ b, Γ −→ ∆

(∧1 −→)
b, Γ −→ ∆

a ∧ b, Γ −→ ∆
(∧2 −→)

Γ −→ ∆, a

Γ −→ ∆, a ∨ b
(−→ ∨1)

Γ −→ ∆, b

Γ −→ ∆, a ∨ b
(−→ ∨2)

a, Γ −→ ∆ b, Γ −→ ∆
a ∨ b, Γ −→ ∆

(∨ −→)
Γ −→ ∆, a Γ −→ ∆, b

Γ −→ ∆, a ∧ b
(−→ ∧)

a −→ b

b′ −→ a′ ( ′ −→ ′ )
Γ −→ a′′ Γ −→ b′′

Γ −→ (a ∧ b)′′
(−→ ∧′′ )

Γ −→ a′ Γ −→ b′

Γ −→ (a ∨ b)′
(−→ ∨′ )

[ 注意 6 ] 次の 3つの同値性が成り立つ.

(B4) ⇐⇒ Γ −→ ∆, a′

Γ −→ ∆, a′′′ (−→ ′′ ) ; (B5) ⇐⇒ a′, Γ −→ ∆
a′′′, Γ −→ ∆

( ′′ −→) ; (B6) ⇐⇒ Γ −→ ∆, a

a′, Γ −→ ∆
( ′ −→)

(証明 )
(B4) ⇐⇒ (−→ ′′ ) と (B5) ⇐⇒ ( ′′ −→) は [6] の注意 7の証明と同じである.
(B6) =⇒ ( ′ −→) : Γ −→ ∆, a a, a′ −→

Γ, a′ −→ ∆
a′, Γ −→ ∆

( ′ −→) =⇒ (B6) : a −→ a
a′, a −→
a, a′ −→ (証明終)

§ 4 APL と GAPL の演繹的同値性

[3], [4], [5], [6]と同様に次の 3つの定義をする.

[ 定義 9 ] (⊢ の定義)
シ－ケント Γ −→ ∆ が GAPL で証明可能であるとき, ⊢ Γ −→ ∆ と書く.

[ 定義 10 ] ( |= の定義)
不等式 a ≤ b が APL で成り立つとき |= a ≤ b と書く.

[ 定義 11 ] (APL での等号の定義)
a, b をワ－ドとする. ⊢ a −→ b かつ ⊢ b −→ a のとき a ≡ b とすれば, ≡ は 同値関係である. そこで

概擬補分配束のシ－ケントによる形式化

§4　APL と GAPL の演繹的同値性

[ 定義 6 ] (SDMAの定義)
A の任意の元 x, y, z に対して, 上の定義 2の F1 ∼ F10◦ が成り立つとき, 代数系 A を半ド・モルガン代

数 (semi-De Morgan algebra (SDMA))とよぶ ([4]).

上の注意 3を使うと [6]と同様にして, 次のことが成り立つ.

[ 注意 4 ] A を 半ド・モルガン代数 (SDMA)とすると, 次の (1) ∼ (3) は互いに同値である.
(1) A は 概擬補分配束 (APL)である.
(2) A で x′ ∧ (x ∨ y) = x′ ∧ y が成り立つ.
(3) A で x ∧ (x′ ∨ y) = x ∧ y が成り立つ.

(証明)
(1) =⇒ (2) : 上の注意 3の (13)から成り立つ.
(2) =⇒ (1) : x′ ∧ x = x′ ∧ (x ∨ 0) = x′ ∧ 0 = 0 から x ∧ x′ = 0 が成り立つ.
(1) =⇒ (3) : 上の注意 3の (15)から成り立つ.
(3) =⇒ (1) : x∧x′ = x∧ (x′ ∨ 0) = x∧ 0 = 0 (証明終)

[10]と同様にして, 次のことが成り立つ.

[ 注意 5 ] A を 半擬補分配束 (DPL)とし, D0 = {x ∈ A |x′′ = 0} とおくと, 次の (1), (2) は同値である.
(1) A は 概擬補分配束 (APL)である.
(2) A で D0 = {0} が成り立つ.

(証明)
(1) =⇒ (2) : 0′′ = 0 より {0} ⊂ D0. 次に, x ∈ D0 のとき, x′′ = 0 より x′ = x′′′ = 0′ = 1 から
x = x ∧ 1 = x ∧ x′ = 0 で D0 ⊂ {0}. よって D0 = {0} が成り立つ.
(2) =⇒ (1) : x ∈ A とすると A は DPL であるから (x ∧ x′)′′ = x′′ ∧ x′′′ = x′′ ∧ x′ = 0 で x ∧ x′ ∈ D0.
仮定 (2) から x ∧ x′ = 0. よって A は APL である. (証明終)

§ 3 APL のシ－ケントによる形式的体系 GAPL

[3], [4], [5], [6]と同様にシ－ケントの定義をする.

[ 定義 7 ] (シ－ケント (式)の定義)
ワ－ドの有限列をギリシア大文字 Γ, ∆ などで表す．ワ－ドの有限列 a1, . . . , am を Γ とし, b1, . . . , bn を

∆ とするとき, APL での不等式 a1 ∧ · · · ∧ am ≤ b1 ∨ · · · ∨ bn をシ－ケント (式) Γ −→ ∆ で表す．ただ
し, Γ が空のとき (Γ = ∅ と書く), 1 ≤ b1 ∨ · · · ∨ bn とし, ∆ = ∅ のときは a1 ∧ · · · ∧ am ≤ 0 とする．
Γ = ∆ = ∅ の場合は考えない.

このとき, 概擬補分配束 (APL)のシ－ケントによる形式的体系 GAPL を [3], [4], [5], [6]と同様に, 次の
ように定義する.

[ 定義 8 ] (GAPL の定義)
[ 1 ] 始式

(B1) a −→ a (B2) 0 −→ ∆ (B3) Γ −→ 1 (B4) a′ −→ a′′′ (B5) a′′′ −→ a′ (B6) a, a′ −→

[ 定義 6 ] (SDMAの定義)
A の任意の元 x, y, z に対して, 上の定義 2の F1 ∼ F10◦ が成り立つとき, 代数系 A を半ド・モルガン代

数 (semi-De Morgan algebra (SDMA))とよぶ ([4]).

上の注意 3を使うと [6]と同様にして, 次のことが成り立つ.

[ 注意 4 ] A を 半ド・モルガン代数 (SDMA)とすると, 次の (1) ∼ (3) は互いに同値である.
(1) A は 概擬補分配束 (APL)である.
(2) A で x′ ∧ (x ∨ y) = x′ ∧ y が成り立つ.
(3) A で x ∧ (x′ ∨ y) = x ∧ y が成り立つ.

(証明)
(1) =⇒ (2) : 上の注意 3の (13)から成り立つ.
(2) =⇒ (1) : x′ ∧ x = x′ ∧ (x ∨ 0) = x′ ∧ 0 = 0 から x ∧ x′ = 0 が成り立つ.
(1) =⇒ (3) : 上の注意 3の (15)から成り立つ.
(3) =⇒ (1) : x∧x′ = x∧ (x′ ∨ 0) = x∧ 0 = 0 (証明終)

[10]と同様にして, 次のことが成り立つ.

[ 注意 5 ] A を 半擬補分配束 (DPL)とし, D0 = {x ∈ A |x′′ = 0} とおくと, 次の (1), (2) は同値である.
(1) A は 概擬補分配束 (APL)である.
(2) A で D0 = {0} が成り立つ.

(証明)
(1) =⇒ (2) : 0′′ = 0 より {0} ⊂ D0. 次に, x ∈ D0 のとき, x′′ = 0 より x′ = x′′′ = 0′ = 1 から
x = x ∧ 1 = x ∧ x′ = 0 で D0 ⊂ {0}. よって D0 = {0} が成り立つ.
(2) =⇒ (1) : x ∈ A とすると A は DPL であるから (x ∧ x′)′′ = x′′ ∧ x′′′ = x′′ ∧ x′ = 0 で x ∧ x′ ∈ D0.
仮定 (2) から x ∧ x′ = 0. よって A は APL である. (証明終)

§ 3 APL のシ－ケントによる形式的体系 GAPL

[3], [4], [5], [6]と同様にシ－ケントの定義をする.

[ 定義 7 ] (シ－ケント (式)の定義)
ワ－ドの有限列をギリシア大文字 Γ, ∆ などで表す．ワ－ドの有限列 a1, . . . , am を Γ とし, b1, . . . , bn を

∆ とするとき, APL での不等式 a1 ∧ · · · ∧ am ≤ b1 ∨ · · · ∨ bn をシ－ケント (式) Γ −→ ∆ で表す．ただ
し, Γ が空のとき (Γ = ∅ と書く), 1 ≤ b1 ∨ · · · ∨ bn とし, ∆ = ∅ のときは a1 ∧ · · · ∧ am ≤ 0 とする．
Γ = ∆ = ∅ の場合は考えない.

このとき, 概擬補分配束 (APL)のシ－ケントによる形式的体系 GAPL を [3], [4], [5], [6]と同様に, 次の
ように定義する.

[ 定義 8 ] (GAPL の定義)
[ 1 ] 始式

(B1) a −→ a (B2) 0 −→ ∆ (B3) Γ −→ 1 (B4) a′ −→ a′′′ (B5) a′′′ −→ a′ (B6) a, a′ −→

[ 2 ] 推論規則
(1) 構造に関する推論規則 :

Γ −→ ∆
a, Γ −→ ∆

(w −→)
Γ −→ ∆

Γ −→ ∆, a
(−→ w)

a, a, Γ −→ ∆
a, Γ −→ ∆

(c −→)
Γ −→ ∆, a, a

Γ −→ ∆, a
(−→ c)

Γ1, a, b, Γ2 −→ ∆
Γ1, b, a, Γ2 −→ ∆

(e −→)
Γ −→ ∆1, a, b, ∆2

Γ −→ ∆1, b, a, ∆2
(−→ e)

Γ1 −→ ∆1, a a, Γ2 −→ ∆2

Γ1, Γ2 −→ ∆1, ∆2
(cut)

(2) 論理記号に関する推論規則 :

a, Γ −→ ∆
a ∧ b, Γ −→ ∆

(∧1 −→)
b, Γ −→ ∆

a ∧ b, Γ −→ ∆
(∧2 −→)

Γ −→ ∆, a

Γ −→ ∆, a ∨ b
(−→ ∨1)

Γ −→ ∆, b

Γ −→ ∆, a ∨ b
(−→ ∨2)

a, Γ −→ ∆ b, Γ −→ ∆
a ∨ b, Γ −→ ∆

(∨ −→)
Γ −→ ∆, a Γ −→ ∆, b

Γ −→ ∆, a ∧ b
(−→ ∧)

a −→ b

b′ −→ a′ ( ′ −→ ′ )
Γ −→ a′′ Γ −→ b′′

Γ −→ (a ∧ b)′′
(−→ ∧′′ )

Γ −→ a′ Γ −→ b′

Γ −→ (a ∨ b)′
(−→ ∨′ )

[ 注意 6 ] 次の 3つの同値性が成り立つ.

(B4) ⇐⇒ Γ −→ ∆, a′

Γ −→ ∆, a′′′ (−→ ′′ ) ; (B5) ⇐⇒ a′, Γ −→ ∆
a′′′, Γ −→ ∆

( ′′ −→) ; (B6) ⇐⇒ Γ −→ ∆, a

a′, Γ −→ ∆
( ′ −→)

(証明 )
(B4) ⇐⇒ (−→ ′′ ) と (B5) ⇐⇒ ( ′′ −→) は [6] の注意 7の証明と同じである.
(B6) =⇒ ( ′ −→) : Γ −→ ∆, a a, a′ −→

Γ, a′ −→ ∆
a′, Γ −→ ∆

( ′ −→) =⇒ (B6) : a −→ a
a′, a −→
a, a′ −→ (証明終)

§ 4 APL と GAPL の演繹的同値性

[3], [4], [5], [6]と同様に次の 3つの定義をする.

[ 定義 9 ] (⊢ の定義)
シ－ケント Γ −→ ∆ が GAPL で証明可能であるとき, ⊢ Γ −→ ∆ と書く.

[ 定義 10 ] ( |= の定義)
不等式 a ≤ b が APL で成り立つとき |= a ≤ b と書く.

[ 定義 11 ] (APL での等号の定義)
a, b をワ－ドとする. ⊢ a −→ b かつ ⊢ b −→ a のとき a ≡ b とすれば, ≡ は 同値関係である. そこで
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A/≡ (A の ≡ による商集合)をあらためて A とし, ≡ を = とみなしたものを APL での等号とする．(つ
まり, リンデンバウム代数 (Lindenbaum algebra)を考える.)

このとき, [3], [4], [5], [6]と同様にして, 次の 2つの定理が成り立つ．

[ 定理 2 ] a, b をワ－ドとするとき, 次のことが成り立つ.

|= a ≤ b ならば ⊢ a −→ b
(証明)

APL のすべての公理 (F1 ～ F11) が GAPL で証明可能であることを示せばよいが, これらと同値な T1
～ T13 が GAPL で証明可能であることを示す.
T1～T10◦ と T12, T12◦ は [3], [4] の定理 2の証明と同じである.
T11, T11◦ は [6] の定理 2の証明と同じである.
T13 : 始式 (B6) から成り立つ. (証明終)

[ 定理 3 ] a1, . . . , am, b1, . . . , bn をワ－ドとするとき, 次のことが成り立つ．

⊢ a1, . . . , am −→ b1, . . . , bn ならば |= a1 ∧ · · · ∧ am ≤ b1 ∨ · · · ∨ bn

(証明)
Γ −→ ∆ で Γ が a1, . . . , am のとき a1 ∧ · · · ∧ am を x で表し, ∆ が b1, . . . , bn のとき b1 ∨ · · · ∨ bn を y で

表す. GAPL の始式 (B1), (B2), (B3), (B4), (B5), (B6) はそれぞれ T1, T5, T5◦, T10, T10◦, T13 から
APL で成り立つ．次に GAPL の各推論規則の上式 (上のシ－ケント)に対応する不等式が APL で成り立
つと仮定するとき, 下式に対応する不等式が APL で成り立つことを示せばよい．
(w −→)～(−→ ∧) は [3]の定理 3の証明と同じである.
( ′ −→ ′ )～(−→ ∨′) は [6] の定理 3の証明と同じである. (証明終)

以上により APL と GAPL が演繹的に同値であることがわかる.
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